
+PVSOBM PG 0QUJDT

+� 0QU� �� 	����
 ������ 	�QQ
 IUUQT���EPJ�PSH�������������������BCDGE�

-POH�EJTUBODF IFBU USBOTGFS CFUXFFO
NPMFDVMBS TZTUFNT UISPVHI B IZCSJE
QMBTNPOJD�QIPUPOJD OBOPSFTPOBUPS

4 .BINPVE "TISBGJ�B
 3 .BMFLGBS�B
 " 3 #BISBNQPVS� BOE +PIBOOFT 'FJTU�B
� %FQBSUNFOU PG 1IZTJDT
 5BSCJBU .PEBSFT 6OJWFSTJUZ
 5FISBO
 *SBO
� %FQBSUNFOU PG 1IZTJDT
 4IBSJG 6OJWFSTJUZ PG 5FDIOPMPHZ
 5FISBO
 *SBO
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JOUFSBDUJPOT� 5IF TUSVDUVSF XF QSPQPTF DPOTJTUT PG UXP TFQBSBUFE QMBTNPOJD OBOPBOUFOOBT
DPVQMFE UP B EJFMFDUSJD DBWJUZ� 5IF IZCSJE NPEFT PG UIJT SFTPOBUPS DBO DPNCJOF UIF MBSHF
PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH PG UIF TVC�XBWFMFOHUI QMBTNPOJD NPEFT XJUI UIF MBSHF RVBMJUZ GBDUPS
BOE EFMPDBMJ[FE DIBSBDUFS PG UIF DBWJUZ NPEF UIBU FYUFOET PWFS B MBSHF EJTUBODF 	∼µN
� 8F TIPX
UIBU UIJT DBO MFBE UP FGGFDUJWF MPOH�SBOHF IFBU USBOTQPSU CFUXFFO NPMFDVMBS WJCSBUJPOT UIBU DBO CF
BDUJWFMZ DPOUSPMMFE UISPVHI BO FYUFSOBM ESJWJOH MBTFS�
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 IFBU USBOTGFS
 NPMFDVMBS PQUPNFDIBOJDT
 IZCSJE QMBTNPOJD�QIPUPOJD

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

&OFSHZ USBOTGFS CFUXFFO RVBOUVN FNJUUFST 	RVBOUVN EPUT

NPMFDVMFT
 BUPNT
 w
 JT B QSPDFTT PG GVOEBNFOUBM JNQPSUBODF
GPS B MBSHF SBOHF PG QIFOPNFOB JO RVBOUVN JOGPSNBUJPO

RVBOUVN UIFSNPEZOBNJDT
 RVBOUVN CJPMPHZ
 QIPUPTZOUIFTJT

TPMBS DFMMT
 FUD <�m�>� 0OF QPXFSGVM TUSBUFHZ UP NPEJGZ UIFTF
QSPDFTTFT JT CZ DPVQMJOH UIF FNJUUFST XJUI BO FMFDUSPNBHOFUJD
NPEF BOE NFEJBUJOH USBOTQPSU UISPVHI QIPUPO BCTPSQUJPO BOE
FNJTTJPO <��m��>� 4JODF UIF MJHIU�NBUUFS DPVQMJOH TUSFOHUI
JT JOWFSTFMZ QSPQPSUJPOBM UP UIF FGGFDUJWF NPEF WPMVNF
 UIF
MBSHFTU TJOHMF�FNJUUFS DPVQMJOH TUSFOHUIT VQ UP OPX IBWF CFFO
SFBDIFE XJUI OBOPQMBTNPOJD SFTPOBUPST EVF UP UIFJS BCJMJUZ UP

0SJHJOBM $POUFOU GSPN UIJT XPSL NBZ CF VTFE VOEFS UIF
UFSNT PG UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO ��� MJDFODF� "OZ

GVSUIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE
UIF UJUMF PG UIF XPSL
 KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*�

DPOàOF MJHIU JO VMUSB�TNBMM TVC�XBWFMFOHUI WPMVNFT EPXO UP
7Q ≈ ��−�λ� <��m��>
 XIFSF λ JT UIF GSFF�TQBDF XBWFMFOHUI�
5IFTF DBQBCJMJUJFT IBWF MFE UP B MBSHF SBOHF PG BQQMJDBUJPOT
PG OBOPQMBTNPOJD TZTUFNT <��>
 JODMVEJOH JO UIF DPOUFYU PG
RVBOUVN FMFDUSPEZOBNJDT 	2&%
 BOE RVBOUVN PQUJDT
 TVDI BT
GPS TUSPOH DPVQMJOH XJUI B TJOHMF NPMFDVMF BU SPPN UFNQFSBU�
VSF <��
 ��> PS TJOHMF�QIPUPO TPVSDFT <��
 ��>�

0WFS UIF MBTU GFX ZFBST
 JU IBT BMTP CFFO SFBMJ[FE UIBU UIF
QSPDFTT PG TVSGBDF�FOIBODFE 3BNBO TDBUUFSJOH
 XIJDI JT B
XFMM�LOPXO TUSBUFHZ GPS FOIBODJOH UIF 3BNBO TDBUUFSJOH TJH�
OBM PG NPMFDVMFT CZ NBOZ PSEFST PG NBHOJUVEF <��
 ��>
 DBO
BMUFSOBUJWFMZ CF JOUFSQSFUFE UISPVHI UIF GSBNFXPSL PG RVBOUVN
PQUPNFDIBOJDT <��
 ��>� *O UIJT DPOUFYU
 XF IBWF SFDFOUMZ
TIPXO UIBU B MPDBMJ[FE TVSGBDF QMBTNPO SFTPOBODF 	-413

NPEFT DBO NFEJBUF IFBU USBOTGFS CFUXFFO UXP NPMFDVMFT
UISPVHI JUT PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH UP UIF WJCSBUJPOT JO
FBDI NPMFDVMF <��>� )PXFWFS
 UIJT BQQSPBDI JT MJNJUFE
JO QSBDUJDF EVF UP UIF SFRVJSFE TNBMM 	ON�TDBMF
 EJTUBODF
CFUXFFONPMFDVMFT DPVQMFE UP UIF TBNF TVC�XBWFMFOHUI -413
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'JHVSF �� 4LFUDI PG UIF IZCSJE QMBTNPOJD�QIPUPOJD OBOPSFTPOBUPS
DPOUBJOJOH UXP TFQBSBUFE NPMFDVMFT QMBDFE JO UIF IPU TQPUT PG UXP
CPXUJF OBOPBOUFOOBT XJUI EJGGFSFOU UFNQFSBUVSFT 	UIF SFE DJSDMF
EJTQMBZT B AIPU� NPMFDVMF BOE UIF CMVF DJSDMF EJTQMBZT B ADPME�
NPMFDVMF
�

NPEF
 BOE BEEJUJPOBMMZ TVGGFST GSPN UIF MPX RVBMJUZ GBDUPST
	2∼��
 PG QMBTNPOJD SFTPOBUPST UIBU BSF VOBWPJEBCMF EVF
UP UIF MBSHF JOUSJOTJD MPTTFT PG UIF NFUBMT QSPWJEJOH UIF
TVC�XBWFMFOHUI DPOàOFNFOU� )ZCSJE QMBTNPOJD�QIPUPOJD 	J�F�
NFUBMMP�EJFMFDUSJD
 DBWJUJFT QSFTFOU BO JOUSJHVJOH QPTTJCJMJUZ UP
DJSDVNWFOU UIFTF MJNJUBUJPOT� *O TQJUF PG UIF MBSHF TJ[F EJG�
GFSFODF CFUXFFO QMBTNPOJD OBOPQBSUJDMFT BOE EJFMFDUSJD DBW�
JUJFT
 UIFJS PQUJDBM SFTPOBODFT DBO CF UVOFE UP DPNQBSBCMF GSF�
RVFODJFT
 MFBEJOH UP TJHOJàDBOU IZCSJEJ[BUJPO CFUXFFO UIFTF
NPEFT� 5IF OFX IZCSJE NPEFT DBO UIFO DPNCJOF UIF TUSPOH
MJHIU�NBUUFS JOUFSBDUJPOT PG QMBTNPOJD TZTUFNT XJUI UIF QPT�
TJCMF MBSHF MJGFUJNFT 	IJHI RVBMJUZ GBDUPST
 PG EJFMFDUSJD TUSVD�
UVSFT� 4VDI BQQSPBDIFT IBWF CFFO TIPXO UP JNQSPWF UIF QFS�
GPSNBODF PG FYJTUJOH BQQMJDBUJPOT BOE BMMPX OPWFM BQQMJDBUJPOT
GPS B CSPBE SBOHF PG FYBNQMFT TVDI BT TUSPOH MJHIU�NBUUFS DPVQ�
MJOH <��m��>
 PQUJDBM USBQQJOH <��>
 TVSGBDF�FOIBODFE 3BNBO
TDBUUFSJOH <��>
 MBCFM�GSFF EFUFDUJPO PG NPMFDVMFT <��
 ��>
 CJP�
TFOTJOH <��>
 PQUPQMBTNPOJD TFOTPST <��>
 PS SFGSBDUPNFUFST
BOE OBOPQBSUJDMF USBQQJOH <��>�

*O UIJT BSUJDMF
 XF UIFPSFUJDBMMZ BOE OVNFSJDBMMZ TIPX UIBU B
IZCSJE QIPUPOJD�QMBTNPOJD DBWJUZ DBO FOBCMF FGàDJFOU MPOH�
SBOHF IFBU USBOTGFS CFUXFFO TQBUJBMMZ TFQBSBUFE NPMFDVMFT
UISPVHI PQUPNFDIBOJDBM JOUFSBDUJPOT� 5IF TFUVQ XF QSPQPTF

TLFUDIFE JO àHVSF �
 DPOTJTUT PG UXP NFUBMMJD OBOPBOUFOOBT
DPVQMFE UP B QIPUPOJD DBWJUZ TVDI BT B QIPUPOJD DSZTUBM 	1$

CFBN PS B EJFMFDUSJD NJSSPS DBWJUZ� 4VDI B TZTUFN TVQQPSUT UXP
EJGGFSFOU LJOET PG FMFDUSPNBHOFUJD NPEFT
 TUSPOHMZ MPDBMJ[FE
-413 NPEFT PO FBDI OBOPBOUFOOB
 BOE BO FYUFOEFE DBWJUZ
NPEF
 XIJDI XF BTTVNF UP CF ESJWFO CZ BO FYUFSOBM MBTFS�
5IF NBYJNVN EJTUBODF CFUXFFO UIF OBOPBOUFOOBT JT EFUFSN�
JOFE CZ UIF FYUFOTJPO PG UIF DBWJUZ NPEF BOE DBO CF PO UIF
PSEFS PG 	TFWFSBM UJNFT
 UIF MBTFS XBWFMFOHUI� " NPMFDVMF JT
QMBDFE JO UIF IPU TQPU PG FBDI OBOPBOUFOOB
 XJUI FBDINPMFDVMF
DPVQMFE UP B MPDBM IFBU CBUI BU UFNQFSBUVSF 5� 	DPME
 BOE 5�

	IPU

 SFTQFDUJWFMZ� "T XF XJMM TIPX CFMPX
 TVDI B TZTUFN
DBO CF VTFE UP FGàDJFOUMZ USBOTGFS IFBU CFUXFFO UIF NPMFDV�
MBS WJCSBUJPOBM NPEFT
 XJUI UIF ESJWJOH MBTFS QSPWJEJOH BDUJWF
DPOUSPM PWFS UIF IFBU USBOTGFS QSPDFTT�

5IF QBQFS JT PSHBOJ[FE BT GPMMPXT� JO TFDUJPO �
 XF
JOUSPEVDF UIF RVBOUVN PQUPNFDIBOJDBM NPEFM XF VTF
 CPUI JO
UFSNT PG UIF PSJHJOBM VODPVQMFE 	-413 BOE 1$
 NPEFT BT XFMM
BT JO UFSNT PG IZCSJE NPEFT PCUBJOFE GSPN UIFJS DPVQMJOH� *O
TFDUJPO �
 XF QSFTFOU UIF NBJO SFTVMUT
 JODMVEJOH B EJTDVTTJPO
PG UIF JOáVFODF PG UIF NBJO QBSBNFUFST PG UIF TZTUFN
 BOE JO
QBSUJDVMBS TIPX UIF DPOTFRVFODF PG DPVQMJOH CFUXFFO WJCSB�
UJPOBM NPEFT PG EJGGFSFOU GSFRVFODJFT� 8F DPODMVEF XJUI B TFD�
UJPO TVNNBSJ[JOH BOE EJTDVTTJOH UIF SFTVMUT�

�� 5IFPSFUJDBM NPEFM BOE GSBNFXPSL

0VS NPEFM
 TDIFNBUJDBMMZ EFQJDUFE JO àHVSF �
 USFBUT UISFF
QIPUPOJD NPEFT BOE UXP NPMFDVMFT� 8F OPUF UIBU XIJMF
UIF EJSFDU RVBOUJ[BUJPO PG IZCSJE DBWJUZ NPEFT JT GBS GSPN
USJWJBM <��
 ��>
 XF IBWF SFDFOUMZ TIPXO UIBU UIFZ DBO CF SFQ�
SFTFOUFE BDDVSBUFMZ XJUIJO B EFTDSJQUJPO DPOUBJOJOH B GFX JOUFS�
BDUJOH NPEFT 	XJUIPVU DPVOUFSSPUBUJOH UFSNT
 UIBU FBDI EFDBZ
JOEFQFOEFOUMZ <��>� 5IF NPEFM XF VTF JO UIF GPMMPXJOH JT
CBTFE PO TVDI B EFTDSJQUJPO� 5IF UISFF QIPUPOJD NPEFT BSF
HJWFO CZ POF DBWJUZ NPEF
 XJUI GSFRVFODZ ωD BOE CPTPOJD
BOOJIJMBUJPO PQFSBUPS BD
 BOE UXP -413T
 XJUI GSFRVFODJFT ωQ
J
BOE CPTPOJD BOOJIJMBUJPO PQFSBUPST BQ
J 	J= �
 �
� 0OFNPMFDVMF
JT BTTVNFE UP CF QMBDFE JO UIF IPU TQPU PG FBDI -413
 XJUI
FBDINPMFDVMF SFQSFTFOUFE CZ B TJOHMF WJCSBUJPOBM NPEF� 5IFTF
NPEFT BSF BQQSPYJNBUFE BT IBSNPOJD PTDJMMBUPST
 XJUI GSF�
RVFODJFT ν K BOE BOOJIJMBUJPO PQFSBUPST CK 	 K= �
 �
�8F BTTVNF
UIBU BO FYUFSOBM DPOUJOVPVT�XBWF MBTFS XJUI GSFRVFODZ ωM BOE
BNQMJUVEF Ω ESJWFT UIF DBWJUZ NPEF� 5IF MBTFS CBOEXJEUI JT
BTTVNFE UP CF TNBMM FOPVHI DPNQBSFE UP UIF SFMFWBOU TZTUFN
CBOEXJEUIT UIBU JU DBO CF SFQSFTFOUFE BT BO JEFBMJ[FE TJOHMF�
GSFRVFODZ MJHIU TPVSDF� 5IF UPUBM )BNJMUPOJBO PG UIF TZTUFN
JO UIF SPUBUJOH GSBNF PG UIF MBTFS BOE XJUIJO UIF SPUBUJOH XBWF
BQQSPYJNBUJPO DBO UIFO CF XSJUUFO BT 	IFSF BOE JO UIF GPMMPX�
JOH
 XF TFU != �


)= )QI +)N +)* +)E, 	�B
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XIFSF δα = ωα −ωM
 UIF TVN PWFS α JODMVEFT UIF UISFF
QIPUPOJD NPEFT BOE HDQ BDDPVOUT GPS UIF JOUFSBDUJPO CFUXFFO
UIF DBWJUZ NPEF BOE UIF -413T
 XIJDI EFQFOET PO UIF QMBDF�
NFOU PG UIF OBOPBOUFOOBT SFMBUJWF UP UIF PQUJDBM DBWJUZ <��>�

�
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'JHVSF �� 4DIFNF PG UIF NPEFM XJUI BMM SFMFWBOU QBSBNFUFST�

)FSF BOE JO UIF GPMMPXJOH
 XF DPOTJEFS UXP JEFOUJDBM QMBT�
NPOJD DBWJUJFT QMBDFE BU FRVJWBMFOU QPTJUJPOT TVGàDJFOUMZ TFQ�
BSBUFE GSPN FBDI PUIFS UIBU EJSFDU QMBTNPOmQMBTNPO JOUFSBD�
UJPOT BSF OFHMJHJCMF� 5IF JOUFSBDUJPO CFUXFFO QIPUPOJD NPEFT
BOE WJCSBUJPOT
 )* JT BQQSPYJNBUFE UISPVHI UIFJS PQUPNFDIBO�
JDBM DPVQMJOH
 XIJDI JT KVTUJàFE XIFO ωα $ νK <��
 ��
 ��>�
5IF PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH DPOTUBOUT BSF HJWFO CZ HαK =
ωα2�

K 3K
�εε�7α


 XIFSF 2�
K JT UIF [FSP QPJOU BNQMJUVEF PG WJCSBUJPO K


3K JT JUT 3BNBO BDUJWJUZ
 ε JT UIF SFMBUJWF QFSNJUUJWJUZ PG UIF
TVSSPVOEJOH NFEJVN BOE 7α JT UIF FGGFDUJWF NPEF WPMVNF PG
UIF QIPUPOJD NPEF� /PUF UIBU UIF ACBSF� QIPUPOJD NPEF WPMVNF
JT MBSHF 	7∼ λ� ∼ ��� ON�

 TP UIBU JUT EJSFDU PQUPNFDIBOJDBM
DPVQMJOH UP UIF NPMFDVMFT JT OFHMJHJCMF
 BOE UIBU FBDI QMBT�
NPOJD BOUFOOB POMZ JOUFSBDUT XJUI JUT APXO� NPMFDVMF
 HQ�,� =
HQ�,� = ��

*O BEEJUJPO UP UIF DPIFSFOU EZOBNJDT EFTDSJCFE CZ UIF
)BNJMUPOJBO
 XF BMTP NPEFM UIF JODPIFSFOU EZOBNJDT EVF UP
UIF JOUFSBDUJPO CFUXFFO UIF EJGGFSFOU DPNQPOFOUT PG UIF TZT�
UFN BOE UIFJS FOWJSPONFOU� 5IF EZOBNJDT PG UIF TZTUFN EFOT�
JUZ NBUSJY JT EFTDSJCFE XJUIJO UIF -JOECMBE NBTUFS FRVBUJPO
GPSNBMJTN <��>�

Eρ
EU

=−J[),ρ] +
∑

α

-Bα [ρ] +
∑

K

-CK [ρ], 	�


XJUI
-Bα [ρ] = κα%Bα [ρ], 	�


-CK [ρ] = γK(ŌK+ �)%CK [ρ] + γKŌK%C†K
[ρ]. 	�


)FSF
 κα JT UIF EFDBZ SBUF PG UIF QIPUPOJD NPEF α
 γK
JT UIF NPMFDVMBS EBNQJOH SBUF PG NPMFDVMF K
 BOE ŌK =

�/
[
FYQ

(
νK
L#5K

)
− �

]
JT UIF NFBO QIPOPO OVNCFS PG NPMFDVMF

K XIFO JU JT JO UIFSNBM FRVJMJCSJVN XJUI JUT BTTPDJBUFE CBUI BU
UFNQFSBUVSF 5K� 'JOBMMZ
 %"<ρ> JT B -JOECMBE EJTTJQBUPS


%"[ρ] = "ρ"† − �
�
{"†",ρ}. 	�


'JHVSF �� &GGFDUJWF UFNQFSBUVSF PG UXP JEFOUJDBM NPMFDVMFT DPVQMFE
UP IFBU CBUIT BU EJGGFSFOU UFNQFSBUVSFT
 BOE JOEJSFDUMZ DPVQMFE UP
FBDI PUIFS UISPVHI PQUPNFDIBOJDBM JOUFSBDUJPOT XJUI IZCSJE DBWJUZ
NPEFT� 5IF GVMM SFTVMUT 	TPMJE MJOFT
 BSF DPNQBSFE UP UIF DBTF PG FBDI
NPMFDVMF JO JTPMBUJPO 	EBTIFE MJOFT

 BOE UP UIF SFTVMU XIFO POMZ UIF
DBWJUZ�MJLF IZCSJE NPEF JT UBLFO JOUP BDDPVOU 	EPUT
 BOE XIFO UIBU
NPEF JT BEJBCBUJDBMMZ FMJNJOBUFE 	EBTIFE CMBDL MJOFT
� 1BSBNFUFST
BSF HJWFO JO UIF NBJO UFYU�

*O PSEFS UP RVBOUJGZ UIF IFBU USBOTGFS CFUXFFO UIFNPMFDVMFT

XF GPMMPX UIF TBNF BQQSPBDI BT JO PVS QSFWJPVT QBQFS <��>

XIJDI XF TVNNBSJ[F JO UIF GPMMPXJOH� 8F àSTU TPMWF GPS UIF
TUFBEZ TUBUF PG UIF TZTUFN
 EρTT

EU = �
 BOE UIFO FYUSBDU BO FGGFDU�
JWF UFNQFSBUVSF GPS UIF NPMFDVMBS WJCSBUJPOT


5 FGG
K =

νK
L# MPH(�+ �/OK)

, 	�


CBTFE PO UIF BWFSBHF QIPOPO OVNCFS OK = 〈C†K CK〉=
5S(C†K CKρTT)� 'PS UIJT FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF UP DPSSFTQPOE UP
B QIZTJDBM UFNQFSBUVSF
 UIF QPQVMBUJPO PG UIF FOFSHZ MFWFMT
TIPVME BHBJO GPMMPX B UIFSNBM EJTUSJCVUJPO� 8F IBWF DIFDLFE
GPS BMM UIF SFTVMUT QSFTFOUFE CFMPX UIBU UIJT JT JOEFFE UIF DBTF

J�F� UIBU UIF TUFBEZ�TUBUF EJTUSJCVUJPOT PG UIF QIPOPO QPQVMB�
UJPOT BSF XFMM BQQSPYJNBUFE CZ UIFSNBM #PMU[NBOO EJTUSJCV�
UJPOT
 BOE UIF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSFT PCUBJOFE DBO UIVT JOEFFE
CF JOUFSQSFUFE BT UIF TUFBEZ�TUBUF QIZTJDBM UFNQFSBUVSFT PG UIF
SFTQFDUJWF WJCSBUJPOBM NPEFT�

"MM UIF OVNFSJDBM SFTVMUT IBWF CFFO PCUBJOFE VTJOH UIF
2V5J1 QBDLBHF <��
 ��>
 BOE QMPUT IBWF CFFO QSFQBSFE VTJOH
NBUQMPUMJC <��
 ��>� 8F OPUF UIBU JO DPOUSBTU UP PVS QSFWJPVT
XPSL <��>
 XIJDI VTFE POMZ B TJOHMF QIPUPOJD NPEF
 XF IFSF
USFBU B SFMBUJWFMZ CJH RVBOUVN TZTUFN DPOTJTUJOH PG àWF CPTPOJD
NPEFT 	UISFF QIPUPOJD BOE UXP WJCSBUJPOBM
 XJUIJO B EFOTJUZ
NBUSJY EFTDSJQUJPO
 TVDI UIBU UIF OVNFSJDBM TJ[F PG UIF EFOT�
JUZ NBUSJY JT �/× �/ JG / TUBUFT BSF VTFE GPS FBDI NPEF� 5IF
TJ[F PG UIF 	OVNFSJDBMMZ TQBSTF
 -JPVWJMMJBO TVQFSPQFSBUPS JT
UIF TRVBSF PG UIBU OVNCFS� *O PSEFS UP PCUBJO OVNFSJDBM DPO�
WFSHFODF XIJMF LFFQJOH UIF TJ[F PG UIF DBMDVMBUJPOT NBOBHF�
BCMF
 XF VTF B CBTJT JO XIJDI UIF UPUBM OVNCFS PG FYDJUBUJPOT
	QIPUPOT+ QIPOPOT
 JT SFTUSJDUFE
 JOTUFBE PG VTJOH B DVUPGG GPS

�
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FBDI NPEF TFQBSBUFMZ� 5IF SFTVMUT QSFTFOUFE CFMPX VTF B NBY�
JNVN OVNCFS PG àWF FYDJUBUJPOT
 XIJDI XF IBWF DIFDLFE UP
HJWF DPOWFSHFE SFTVMUT GPS UIF QBSBNFUFST VTFE�

�� 3FTVMUT BOE EJTDVTTJPO

8F OPX JOWFTUJHBUF MPOH�SBOHF FOFSHZ USBOTGFS CFUXFFO UXP
NPMFDVMFT
 FBDI DPVQMFE UP B QMBTNPOJD OBOPBOUFOOB XJUI B
MPX�2 SFTPOBODF
 XJUI UIF UXP BOUFOOBT DPVQMFE UP UIF TBNF
IJHI�2 DBWJUZ NPEF� 5IF NPEFM XF VTF JT TJNJMBS UP UIF POF
QSPQPTFE CZ ,BNBOEBS %F[GPVMJ
 (PSEPO
 BOE )VHIFT <��>

XJUI UIF BEEJUJPO PG B TFDPOE QMBTNPOJD BOUFOOB BOENPMFDVMF�
*U DPOTJTUT PG B QIPUPOJD DSZTUBM TVQQPSUJOH B NPEF XJUI GSF�
RVFODZ ωD= ���� F7 BOE B IJHI RVBMJUZ GBDUPS
 2D = �× ���

	J�F� κD = �.�× ��−� NF7

 BOE UXP JEFOUJDBM CPXUJF OBOPBO�
UFOOBT TFQBSBUFE CZ B SFMBUJWFMZ MBSHF EJTUBODF 	∼µN

 XJUI
B EJQPMBS -413 BU GSFRVFODZ ωQ,� = ωQ,� = �.� F7
 BOE SFMBU�
JWFMZ MPX RVBMJUZ GBDUPS PG2Q,� = 2Q,� = �� 	J�F� κQ,� = κQ,� =
�� NF7
� 0OF NPMFDVMF JT QMBDFE JO UIF IPU TQPU 	J�F� UIF DFO�
UFS
 PG FBDI OBOPBOUFOOB�8F àSTU USFBU UIF DBTF PG UXP JEFOUJDBM
NPMFDVMFT
 XJUI B WJCSBUJPOBM NPEF XJUI BOHVMBS GSFRVFODZ
ν� = ν� = �� NF7
 BOE WJCSBUJPOBM EBNQJOH SBUF PG γ� = γ� =
�.� NF7� &BDI NPMFDVMF JT DPVQMFE UP B MPDBM IFBU CBUI BU B
EJGGFSFOU UFNQFSBUVSF
 XIFSF IFSF BOE JO UIF GPMMPXJOH XF TFU
5� = �� ,
 5� = ��� ,� 8F OPUF UIBU JO QSJODJQMF
 NPMFDV�
MBS WJCSBUJPOBM GSFRVFODJFT BSF UFNQFSBUVSF�EFQFOEFOU EVF UP
UIFSNBM FYQBOTJPO� 'PS UIF UFNQFSBUVSF SBOHFT DPOTJEFSFE IFSF
UIJT FGGFDU JT UZQJDBMMZ TNBMM 	PO UIF PSEFS PG B ���� GSFRVFODZ
TIJGU XIFO JODSFBTJOH UIF UFNQFSBUVSF GSPN �� UP ���,
 DPN�
QBSFE UP JOIPNPHFOFPVT CSPBEFOJOH <��
 ��>� 5IF TFOTJUJWJUZ
PG UIF FGGFDUT XF EJTDVTT UP TVDI GSFRVFODZ TIJGUT JT TUVEJFE
MBUFS JO UIF UFYU 	àHVSF �

 XIFSF XF BMMPX UIF WJCSBUJPOBM GSF�
RVFODJFT PG UIF UXP NPMFDVMFT UP EJGGFS� 5IF PQUPNFDIBOJDBM
DPVQMJOH SBUF GPS UIF -413 NPEFT JT UBLFO BT HQ= �� NF7

DPSSFTQPOEJOH UP DMPTF�UP�SFTPOBOU 3BNBO USBOTJUJPOT <��>

XIJMF UIF EJSFDU PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH UP UIF DBWJUZ NPEF
JT TP TNBMM BT UP IBWF OFHMJHJCMF FGGFDU 	EVF UP UIF MBSHF NPEF
WPMVNF
� )PXFWFS
 UIF DPVQMJOH CFUXFFO UIF DBWJUZ NPEF BOE
FBDI -413
 XJUI DPVQMJOH DPOTUBOU HDQ= ��� NF7 DPOTJTUFOU
XJUI WBMVFT SFQPSUFE JO UIF MJUFSBUVSF <��>
 NFEJBUFT BO JOEJS�
FDU DPVQMJOH CFUXFFO UIF -413 NPEFT
 BOE UIVT CFUXFFO UIF
NPMFDVMFT�

8F GPDVT PO UIF DBTF XIFSF UIF FYUFSOBM MBTFS ESJWFT UIF
DBWJUZ NPEF XJUI SFE EFUVOJOH
 ωM= ���� F7� 'JHVSF � TIPXT
UIF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF PG FBDI NPMFDVMF BT B GVODUJPO PG
UIF FYUFSOBM MBTFS ESJWJOH TUSFOHUI Ω� "T FYQFDUFE
 GPS Ω= �

UIF QIPUPOJD NPEFT IBWF OP JOáVFODF PO UIF NPMFDVMFT
 BOE
FBDI NPMFDVMBS WJCSBUJPO JT JO FRVJMJCSJVN XJUI JUT MPDBM IFBU
CBUI� 8IFO UIF MBTFS JT UVSOFE PO
 UIFSF BSF UXP FGGFDUT PO
UIF NPMFDVMBS TZTUFN� 'JSTU
 UIF PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH GPS
FBDI NPMFDVMF JO JTPMBUJPO DBO MFBE UP IFBUJOH BOE�PS DPPMJOH
PG UIF WJCSBUJPOT UISPVHI 4UPLFT BOE BOUJ�4UPLFT USBOTJUJPOT

TVDI UIBU UIFZ BSF ESJWFO PVU PG FRVJMJCSJVN XJUI UIFJS SFTQFDU�
JWF IFBU CBUIT� 5IJT XFMM�LOPXO TJOHMF�NPMFDVMF FGGFDU <��>
JT TIPXO JO EBTIFE MJOFT JO àHVSF �� 'PS UIF QBSBNFU�
FST DPOTJEFSFE IFSF
 4UPLFT QSPDFTTFT EPNJOBUF
 SFTVMUJOH JO
IFBUJOH GPS CPUI NPMFDVMFT
 TJHOJàDBOU GPS UIF DPMEFS NPMFDVMF

	5 FGG
� JODSFBTFT GSPN �� UP ≈��� ,

 BOE MFTT QSPOPVODFE GPS

UIF IPUUFS NPMFDVMF 	5 FGG
� JODSFBTFT GSPN ��� UP ≈��� ,
�

4FDPOE
 UIFSF JT BO FGGFDUJWF NPMFDVMF�NPMFDVMF DPVQMJOH
NFEJBUFE CZ UIF QIPUPOJD NPEFT 	UISPVHI UIF TVDDFTTJWF DPVQ�
MJOHT NPMFDVMF�-413�DBWJUZ�-413�NPMFDVMF

 XIJDI FOBCMFT
FOFSHZ USBOTGFS CFUXFFO UIF NPMFDVMFT
 UIF FGàDJFODZ PG XIJDI
DBO CF FTUJNBUFE GSPN UIF FGGFDUJWF NPMFDVMBS UFNQFSBUVSFT
	TPMJE MJOFT JO àHVSF �
 DPNQBSFE UP UIF TJOHMF�NPMFDVMF
DBTFT� "T TFFO JO àHVSF �
 UIJT DBO CF B TJHOJàDBOU FGGFDU

FOBCMJOH FGàDJFOU USBOTGFS PG FOFSHZ CFUXFFO UIF NPMFDVMFT
VOEFS FYUFSOBM QVNQJOH PG UIF IJHI�2 DBWJUZ NPEF� 'PS
FYBNQMF
 GPS Ω= �� NF7
 XF PCUBJO 5FGG� ≈ ��� ,
 5FGG� ≈
��� ,
 TIPXJOH UIBU UIF IPU NPMFDVMF JT FGàDJFOUMZ DPPMFE
UISPVHI MPOH�EJTUBODF IFBU USBOTGFS UP UIF DPPMFS NPMFDVMF

XIJDI JT TJHOJàDBOUMZ IFBUFE JO SFUVSO� 5IF QSPQPTFE TFUVQ
DPVME UIVT JOEFFE CF VTFE GPS FYUFSOBMMZ DPOUSPMMJOH UIF IFBU
PS FOFSHZ USBOTGFS CFUXFFO NPMFDVMFT UIBU BSF TQBUJBMMZ TFQ�
BSBUFE CZ TJHOJàDBOU EJTUBODFT� 5IF QVNQJOH SBUF JT UIF NBJO
QBSBNFUFS DPOUSPMMJOH UIJT FGGFDU
 BOE JODSFBTJOH JU JNQSPWFT
UIF FOFSHZ FYDIBOHF
 DBVTJOH UIF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSFT UP
BQQSPBDI FBDI PUIFS�

"EEJUJPOBM JOTJHIU JOUP UIF MPOH�SBOHF IFBU USBOTGFS DBO CF
PCUBJOFE CZ DPOTJEFSJOH B TJNQMJàFE NPEFM XIFSF UIF UISFF
QIPUPOJD NPEFT BSF EJBHPOBMJ[FE UP PCUBJO IZCSJE NPEFT 	TFF
BQQFOEJY " GPS EFUBJMT
� *O UIJT DBTF
 POF PCUBJOT POF IJHI�
2 BOE UXP MPXFS�2 IZCSJE NPEFT 	POF PG XIJDI JT B AEBSL�
QMBTNPOJD NPEF DPOTJTUJOH PG UIF BOUJTZNNFUSJD DPNCJOBUJPO
PG QMBTNPOJD BOUFOOB NPEFT BOE EPFT OPU IZCSJEJ[F XJUI UIF
DBWJUZ�MJLF NPEF
� 5IF IJHI�2 NPEF JT EPNJOBUFE CZ UIF DBW�
JUZ NPEF DPOUSJCVUJPO� 8F UIVT MBCFM JU BT UIF ADBWJUZ�MJLF�
NPEF JO UIF GPMMPXJOH� $POTJEFSJOH POMZ UIF PQUPNFDIBO�
JDBM JOUFSBDUJPO XJUI UIF DBWJUZ�MJLF NPEF 	EPUT JO àHVSF �

SFQSPEVDFT UIF NBJO FGGFDU PG PQUPNFDIBOJDBMMZ JOEVDFE IFBU
USBOTGFS
 BMUIPVHI JU VOEFSFTUJNBUFT UIF MBTFS�JOEVDFE IFBU�
JOH
 JO QBSUJDVMBS PG UIF IPUUFS NPMFDVMF� "EJBCBUJDBMMZ FMJN�
JOBUJOH UIF DBWJUZ�MJLF NPEF XJUIJO UIJT TJOHMF�NPEF BQQSPY�
JNBUJPO UIFO HJWFT BO FGGFDUJWF NPMFDVMF�NPMFDVMF DPVQMJOH
UFSNΛ(C†�C� + C�C

†
�) <��>� 5IF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSFT PCUBJOFE

XJUIJO UIJT BQQSPYJNBUJPO 	EBTIFE CMBDL MJOFT JO àHVSF �
 XJUI
UIF DPSSFTQPOEJOH WBMVF PG Λ TIPXO JO UIF VQQFS BYJT
 SFQSP�
EVDF UIF TJOHMF�NPEF SFTVMUT BMNPTU QFSGFDUMZ�

8F OFYU USFBU UIF JOáVFODF PG PUIFS QBSBNFUFST PO MPOH�
EJTUBODF IFBU áPX CFUXFFO UIF NPMFDVMFT� 8F TIPX UIF FGGFDU�
JWF UFNQFSBUVSF PG UIF NPMFDVMFT BT B GVODUJPO PG UIF DPVQ�
MJOH SBUF γ = γ� = γ� CFUXFFO FBDI WJCSBUJPO BOE JUT MPDBM
IFBU CBUI JO àHVSF �	B
� 5IJT SBUF EFUFSNJOFT UIF SBUF PG IFBU
FYDIBOHF XJUI UIF MPDBM CBUI
 BOE UIF UFNQFSBUVSFT PG UIF
WJCSBUJPOBM NPEFT UIVT BQQSPBDI UIF CBUI UFNQFSBUVSFT BT γ
JT JODSFBTFE� 'PS UIF AIPU� NPMFDVMF �
 UIJT JT FOPVHI UP NBLF
UIF UFNQFSBUVSF PG UIF NPMFDVMF BQQSPBDI JUT VOESJWFO WBMVF
	5� = ��� ,
� 8IJMF UIF FGGFDU JT BMTP WFSZ OPUJDFBCMF GPS UIF
ADPME� NPMFDVMF
 XJUI B EFDSFBTF JO UFNQFSBUVSF GSPN≈��� UP
≈��� , BT γ JT JODSFBTFE GSPN ��� UP � NF7
 JU JT OPU FOPVHI
UP DPNQMFUFMZ DPVOUFSBDU UIF FYUFSOBMMZ JOEVDFE IFBU USBOT�
QPSU� "HBJO
 UIF TJOHMF�NPEF BQQSPYJNBUJPO POMZ UBLJOH JOUP
BDDPVOU UIF DBWJUZ�MJLF IZCSJE NPEF SFQSPEVDFT UIF PCTFSWFE
USFOET RVJUF XFMM XIJMF VOEFSFTUJNBUJOH UIF MBTFS�JOEVDFE
IFBUJOH PG UIF IPUUFS NPMFDVMF�

�
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'JHVSF �� &GGFDUJWF UFNQFSBUVSF PG NPMFDVMFT BT B GVODUJPO PG 	B
 NPMFDVMBS EBNQJOH SBUF BOE 	C
 QMBTNPOJD EBNQJOH SBUF� 5IF FYUFSOBM
ESJWJOH SBUF JT Ω= �� NF7
 XJUI BMM PUIFS QBSBNFUFST BT JO àHVSF ��

'JHVSF �� )FBU USBOTGFS QSPDFTT JO UIF OPO�TZNNFUSJD DBTF BT B
GVODUJPO PG UIF WJCSBUJPOBM GSFRVFODZ PG UIF AIPU� NPMFDVMF ��

8F BEEJUJPOBMMZ JOWFTUJHBUF UIF FGGFDU PG UIF QIPUPOJD
TZTUFN QBSBNFUFST PO UIF IFBU USBOTGFS FGGFDU� *O QBSUJDVMBS

BT TIPXO JO àHVSF �	C

 BO JODSFBTF JO UIF QMBTNPOJD DBW�
JUZ MPTT κQ = κQ,� = κQ,� MFBET UP B SFEVDUJPO PG IFBU USBOTGFS

XIJMF TJNVMUBOFPVTMZ JOEVDJOH NPSF IFBUJOH PO UIF TJOHMF�
NPMFDVMF MFWFM� "T UIF TJOHMF�NPEF BQQSPYJNBUJPO UIBU POMZ
UBLFT JOUP BDDPVOU UIF IJHI�2 DBWJUZ�MJLF NPEF VOEFSFTUJNBUFT
UIF QMBTNPO�JOEVDFE IFBUJOH
 JU JT OPU DBQBCMF PG SFQSPEVDJOH
UIJT USFOE BDDVSBUFMZ
 BOE UIF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSFT XJUIJO UIJT
BQQSPYJNBUJPO BSF BQQSPYJNBUFMZ DPOTUBOU BT B GVODUJPO PG κQ

TFF UIF EPUT JO àHVSF �	C
� 5IF FGGFDU TFFO IFSF TIPXT UIBU JU JT
EFTJSBCMF UP VTF QMBTNPOJD OBOPBOUFOOBT PG UIF IJHIFTU RVBM�
JUZ QPTTJCMF UP NJOJNJ[F EJSFDU PQUPNFDIBOJDBM IFBUJOH XIJMF
TJNVMUBOFPVTMZ SFBDIJOH MBSHF FGGFDUJWF PQUPNFDIBOJDBM DPVQ�
MJOH TUSFOHUIT� 4JNJMBSMZ
 XF àOE UIBU JNQSPWJOH UIF RVBMJUZ
GBDUPS PG UIF EFMPDBMJ[FE DBWJUZ NPEF 	J�F� EFDSFBTJOH JUT MPTT
SBUF
 BMTP MFBET UP JNQSPWFE IFBU USBOTGFS 	OPU TIPXO
�

8F OPX USFBU UIF OPO�TZNNFUSJD DBTF XIFSF UIF WJCSB�
UJPOBM GSFRVFODJFT PG UIF UXPNPMFDVMFT BSF OPU JEFOUJDBM 	XIJMF
LFFQJOH BMM PUIFS QBSBNFUFST àYFE GPS TJNQMJDJUZ

 J�F� XF
FYQMPSF XIFUIFS JU JT QPTTJCMF UP FOBCMF IFBU USBOTGFS CFUXFFO
NPMFDVMFT FWFO JG UIFJS WJCSBUJPOBM GSFRVFODJFT BSF OPU FRVBM�

*O BEEJUJPO UP UIF DBTF PG UXP EJGGFSFOU NPMFDVMFT XJUI TJN�
JMBS WJCSBUJPOBM USBOTJUJPOT
 TVDI EJGGFSFODFT DBO CF EVF UP
JOIPNPHFOFPVT CSPBEFOJOH
 J�F� FOFSHZ TIJGUT GPS FBDI JOEJ�
WJEVBM NPMFDVMF
 BT XFMM BT EVF UP UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF
PG UIF WJCSBUJPOBM GSFRVFODJFT <��
 ��>� *O àHVSF �
 XF QMPU
UIF FGGFDUJWF WJCSBUJPOBM UFNQFSBUVSFT PG UIF UXP NPMFDVMFT
XIFO UIF WJCSBUJPOBM GSFRVFODZ ν� PG UIF AIPU� NPMFDVMF JT
DIBOHFE
 XJUI ν� àYFE BU ��NF7 BOE BMM PUIFS QBSBNFUFST BT JO
àHVSF ��8F àOE SFMBUJWFMZ FGàDJFOU IFBU USBOTGFS POMZ XIFO UIF
UXP WJCSBUJPOT BSF DMPTF UP SFTPOBODF 	ν� ≈ ν�
� 5IFTF SFTVMUT
BSF DPOTJTUFOU XJUI UIF DBTF XIFSF UXP NPMFDVMFT BSF DPVQMFE
UP UIF TBNF QMBTNPOJD OBOPDBWJUZ NPEF <��>
 BOE JNQMZ UIBU
B TJOHMF�WJCSBUJPOBM�NPEF BQQSPYJNBUJPO JT KVTUJàFE�

5P HBJO B CFUUFS VOEFSTUBOEJOH PG UIJT FGGFDU
 XF OFYU BOB�
MZ[F UIF QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ 	14%
 PG UIF JOWPMWFE NPEFT

XIJDI NFBTVSFT UIFJS PTDJMMBUJPO TQFDUSVN BT B GVODUJPO PG GSF�
RVFODZ <��>� 5IF 14% GPS B NPEF XJUI BOOJIJMBUJPO PQFSBUPS "
JT HJWFO CZ UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF DPSSFMBUJPO TQFDUSVN
PG UIF PQFSBUPS JO UIF TUFBEZ TUBUF


4"(ω) =
ˆ
F−JωU 〈"†(U)"(�)

〉
TT Eω. 	�


5IF 14% GPS UIF TZNNFUSJD DBTF PG JEFOUJDBM NPMFDVMBS WJCSB�
UJPOT JT TIPXO JO àHVSF �	B
� 'PS UIF QIPUPOJD NPEF CBTJT
 XF
IFSF VTF UIF IZCSJE QIPUPOJD NPEFT PCUBJOFE BGUFS EJBHPOBMJ[�
JOH UIF DPVQMFE DBWJUZ BOE -413NPEFT� 5IJT àHVSF TIPXT UIBU
UIF DBWJUZ�MJLF IZCSJE NPEF 	CMBDL EBTIFE MJOF
 JT UIF QSJODJQBM
QIPUPOJD NPEF JOWPMWFE JO UIF EZOBNJDT
 XJUI B NPEVMBUJPO
JNQSJOUFE PO JU BU GSFRVFODJFT DMPTF UP UIF WJCSBUJPOBM POFT� "T
EJTDVTTFE QSFWJPVTMZ
 UIJT NPEF NFEJBUFT UIF FGGFDUJWF MPOH�
SBOHF NPMFDVMFmNPMFDVMF DPVQMJOH� *O UIF DVSSFOU SFHJNF
 UIF
FGGFDUJWF MJOFXJEUI PG UIF 14% PG UIF DBWJUZ�MJLF NPEF JT OPU
EFUFSNJOFE CZ JUT MPTT SBUF 	κ− ≈ � NF7

 CVU NVDI DMPTFS UP
UIF NPMFDVMBS WJCSBUJPOBM MJOFXJEUI� 8IFO UIF UXP NPMFDVMBS
WJCSBUJPOT BSF EFUVOFE GSPN FBDI PUIFS
 TIPXO JO àHVSF �	C

GPS WJCSBUJPOBM GSFRVFODJFT ν� = �� NF7 BOE ν� = �� NF7

FBDI NPMFDVMF POMZ PTDJMMBUFT BU JUT OBUJWF GSFRVFODZ
 BOE UIF
DBWJUZ�MJLF NPEF IBT UXP FTTFOUJBMMZ JOEFQFOEFOU QFBLT BU ν�

�
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'JHVSF �� 	B
 1PXFS TQFDUSBM EFOTJUZ JO TZNNFUSJD TZTUFN GPS IPU NPMFDVMF 	SFE TPMJE MJOF

 DPME NPMFDVMF 	CMVF TPMJE MJOF
 BOE UIF 1$ NPEF
	PSBOHF EBTIFE
� 	C
 5IF 14% GPS OPO�TZNNFUSJD TZTUFN XIFO ν� = �� NF7
 ν� = �� NF7�

BOE ν�� 5IF PGG�SFTPOBOU áVDUVBUJPOT JOEVDFE PO UIF DBWJUZ�
MJLF NPEF CZ UIF UXP WJCSBUJPOBM NPEFT UIFO QSFWFOU FGGFDUJWF
MPOH�SBOHF FOFSHZ USBOTGFS CFUXFFO UIFN�

�� 4VNNBSZ BOE DPODMVTJPOT

5P TVNNBSJ[F
 XF IBWF UIFPSFUJDBMMZ BOE OVNFSJDBMMZ JOWFTUJH�
BUFE UIF PQUPNFDIBOJDBM IFBU USBOTGFS NFDIBOJTN CFUXFFO UXP
TQBUJBMMZ TFQBSBUFE NPMFDVMFT BU EJGGFSFOU MPDBM UFNQFSBUVSFT
QMBDFE JO B IZCSJE QMBTNPOJD�QIPUPOJD OBOPSFTPOBUPS� 5IF
IZCSJE DBWJUZ DPOTJEFSFE DPOTJTUT PG UXP QMBTNPOJD OBOPBOUFO�
OBT TVQQPSUJOH -413 NPEFT UIBU BSF CPUI DPVQMFE UP UIF TBNF
IJHI�RVBMJUZ DBWJUZ NPEF 	TVDI BT TVQQPSUFE CZ B QIPUPOJD
DSZTUBM DBWJUZ PS B 'BCSZm1FSPU DBWJUZ XJUI IJHIMZ SFáFDUJWF
NJSSPST
� 5IF DBWJUZ NPEF JT ESJWFO CZ BO FYUFSOBM SFE�EFUVOFE
MBTFS� 8F IBWF TIPXO UIBU JO TVDI B IZCSJE TFUVQ
 UIF DBWJUZ�
MJLF NPEF
 XIJDI JUTFMG IBT OFHMJHJCMF PQUPNFDIBOJDBM DPVQ�
MJOH UP UIF NPMFDVMBS WJCSBUJPOT
 DBO CFIBWF MJLF B NFEJBUPS
UIBU QSPWJEFT BO FGGFDUJWF NPMFDVMFmNPMFDVMF DPVQMJOH PWFS
MBSHF EJTUBODFT PG UIF PSEFS PG TFWFSBM GSFF�TQBDF XBWFMFOHUIT

XIJMF UIF TUSPOHMZ TVC�XBWFMFOHUI QMBTNPOJD NPEFT QSPWJEF
UIF SFRVJSFE MBSHF PQUPNFDIBOJDBM DPVQMJOH TUSFOHUIT� 5IF
IZCSJE TFUVQ DPOTJEFSFE DBO UIVT JOEVDF MPOH�SBOHF IFBU USBOT�
GFS CFUXFFO NPMFDVMFT� "EEJUJPOBMMZ
 UIF IFBU USBOTGFS JT GVMMZ
DPOUSPMMFE CZ BO FYUFSOBM ESJWJOH MBTFS
 BOE DBO UIVT CF EZOBN�
JDBMMZ UVSOFE PGG PS PO� 'VSUIFSNPSF
 XF IBWF GPVOE UIBU
UIJT NFDIBOJTN POMZ PDDVST GPS DMPTF�UP�SFTPOBOU WJCSBUJPOBM
NPEFT
 XIJDI DBO CF VOEFSTUPPE CZ DPOTJEFSJOH UIF NPMFDVMF�
JOEVDFE PTDJMMBUJPO PG UIF IZCSJE DBWJUZ NPEFT UISPVHI UIFJS
QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ�

"DLOPXMFEHNFOUT

5IJT XPSL IBT CFFO GVOEFE CZ UIF &VSPQFBO 3FTFBSDI $PVO�
DJM UISPVHI HSBOU &3$������4U(������� BOE CZ UIF 4QBOJTI
.JOJTUSZ GPS 4DJFODF
 *OOPWBUJPO
 BOE 6OJWFSTJUJFT�"HFODJB
&TUBUBM EF *OWFTUJHBDJṔO UISPVHI (SBOU /PT� 35*������������
#�*��
 1$*����������� 	UISPVHI UIF 2VBOU&3" QSPHSBN PG

UIF &VSPQFBO $PNNJTTJPO

 BOE .%.���������� 	UISPVHI
UIF .BSÎB EF .BF[UV QSPHSBN GPS 6OJUT PG &YDFMMFODF JO
3�%

 BT XFMM BT UISPVHI B 3BNṔO Z $BKBM HSBOU 	+ '
 BOE
TVQQPSU GSPN UIF *SBOJBO .JOJTUSZ PG 4DJFODF
 3FTFBSDI BOE
5FDIOPMPHZ 	4."
�

"QQFOEJY " )ZCSJE NPEFT

8FIFSF EJTDVTT UIF QSPQFSUJFT PG UIF IZCSJENPEFT PCUBJOFE CZ
EJBHPOBMJ[JOH UIF AQIPUPOJD� TVCTZTUFN DPOTJTUJOH PG UIF DBW�
JUZ NPEF BOE UXP MPDBMJ[FE TVSGBDF QMBTNPO SFTPOBODFT� 5IF
QIPUPOJD )BNJMUPOJBO DBO CF XSJUUFO BT )QI = *"†H*"
 XIFSF
*"= (BD,BQ,�,BQ,�)5 DPMMFDUT UIF QIPUPOJD BOOJIJMBUJPO PQFSBU�
PST BOE UIF NBUSJYH JT

H=




δQ � HDQ
� δQ HDQ
HDQ HDQ δD



 . 	"�


%JBHPOBMJ[BUJPO PGH HJWFT UIF IZCSJE NPEF FOFSHJFT

δ± =
δQ+ δD

�
± �

�

√
(δQ− δD)� + �H�DQ, 	"�


δ% = δQ, 	"�


BOE BOOJIJMBUJPO PQFSBUPST

B− = DPTθBD+
TJOθ√

�
(BQ,� + BQ,�), 	"�


B+ =−TJOθBD+
DPTθ√

�
(BQ,� + BQ,�), 	"�


B% =
�√
�
(BQ,� − BQ,�), 	"�


�
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XIFSF UBO�θ =
√
�HDQ/(δQ− δD)� *G UIF DPVQMJOH HDQ JT OPU UPP

MBSHF DPNQBSFE UP UIF EFUVOJOH δQ− δD
 UIF IZCSJE NPEFT BSF B
ATNBMM� SPUBUJPO PG UIF PSJHJOBM CBTJT BOE DBO CF JEFOUJàFE BT B
DBWJUZ�MJLF IZCSJENPEF 	B−

 BO -413�MJLF IZCSJENPEF 	B+


BOE BO -413 EBSL NPEF B% UIBU IBT OP DBWJUZ DPOUSJCVUJPO�
5IF PSJHJOBM PQFSBUPST DBO CF SFQSFTFOUFE JO UIF OFX CBTJT BT

BD = DPTθB− − TJOθB+, 	"�


BQ,� =
�√
�
(TJOθB− + DPTθB+ + B%), 	"�


BQ,� =
�√
�
(TJOθB− + DPTθB+ − B%). 	"�
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∑

β

δβB
†
βBβ , 	"��B


)* =−
∑

β,K

HβB
†
βBβ(C

†
K + CK)

−
∑

β ′>β,K

Hβ ′β(B
†
βBβ ′ + BβB

†
β ′)(C

†
K + CK), 	"��C


)E = JΩDPTθ(B†− − B−)− JΩTJOθ(B†+ − B+), 	"��D


XIFSF β ∈−
+
% SVOT PWFS UIF IZCSJE NPEFT
 BOE

H− = TJO� θ
HQ
�
, H+− = TJOθ DPTθ

HQ
�
, 	"��B


H+ = DPT� θ
HQ
�
, H%− = TJOθ

HQ
�
, 	"��C


H% =
HQ
�
, H%+ = DPTθ

HQ
�
. 	"��D
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Eρ
EU

=−J[),ρ] +
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-Bβ [ρ] +
∑

K

-CK [ρ] + -̄±[ρ], 	"��


XIFSF

-Bβ [ρ] = κβ%Bβ [ρ], 	"��B


-̄±[ρ] = κ±(%B+,B− [ρ] +%B−,B+ [ρ]), 	"��C


XIFSF %B,C[ρ] = BρC† − �
�{C

†B,ρ} BOE

κ% = κQ, 	"��B
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BNQMJUVEF Hβ � 5IF ESJWJOH MBTFS GSFRVFODZ ωM JT JOEJDBUFE CZ B UIJO
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κ− = DPT� θκD+ TJO� θκQ, 	"��C


κ+ = DPT� θκQ+ TJO� θκD, 	"��D


κ± = (κQ−κD)TJOθ DPTθ. 	"��E
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†
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− H−B
†
−B−(C

†
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